WOZDANIA > 
Se Ksigänica Hi. 


Kopernikańska 
w Torunia 


ULPROGRINS 


Integrationsmöglichkeiten 


der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung 


mit nVariabeln 
von 


Oberlehrer Dr. Ernst Schultz. 


Beilage zum Programm 


des Schiller-Realeymnasiums zu Stettin 


Ostern 1901. 


Gedruekt bei Hermann Saran in Stettin. 


Integrationsmöglichkeiten 


der Hamiltonsehen partiellen Differentialgleiehung 


mit n Variabeln. 


Die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung hat die allgemeine Form: 
.oW CW 
a = 24 Ou, dua 
wo die A,; die Eigenschaft haben, dass A,; = Aj, ist. und die Grössen A und 2 Functionen der Variablen u; 
(i= 1,2,..n) sind. Die Grösse h ist eine Constante. In einer früheren Arbeit*) hatte ich die Integrations- 
möglichkeit der betreffenden Differentialgleichung mit drei Variablen untersucht, wobei noch die Bedingung 
gestellt wurde, dass eine Variable nicht explieite in der Gleichung enthalten sein sollte. In dieser Arbeit 
sollen die Integrationsmöglichkeiten für n Variable untersucht werden, was Herr Prof. Stäckel schon in seiner 
Habilitationsschrift**) ausgeführt hat, wovon ich erst nach dem Erscheinen meiner früheren Arbeit durch Über- 
sendung der Schrift von dem Herrn Verfasser Kenntnis erhielt. In meinen Untersuchungen gehe ich von der 
Jacobischen Methode zur Integration partieller Differentialgleichungen erster Ordnung aus und gelange zu den- 
selben Ausdrücken für die Coefficienten A. Während jedoch Herr Stäckel die fernere Bedingung stellt, dass 
die Ausdrücke für die Grössen A von den willkürlichen Constanten unabhängig sein müssen, zeige ich, dass 
diese Bedingung gerade so wie die Bedingung A, = Aj, von selbst erfüllt wird. Es ist hervorzuheben, dass 


1 
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$ 


z 


—~2—h=0 (1) 


] 


die Functionen p; = 0, (u,,U,..U,, 4, ..4,) i=1,2,..n), wenn p = > 7 ist, nicht völlig beliebige Functionen 
sein können, sondern entsprechend der Jacobischen Methode müssen sich aus ihnen Functionen HE, rede 
D. Pa) =a; (i= 1,2, . . n) ableiten lassen, welche die Jacobische Bedingung (H; H,) = 0 (i, k = 1,2 . . n) identisch 
erfüllen. Ich zeige ferner, dass die Kriiftefunction 2 in der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung bei 
Anwendung der für die A geltenden Ausdrücke frei von den willkürlichen « sein muss, während Herr Stäckel 
diese Eigenschaft der Function 2 zum Ausgangspunkt seiner Formeln macht. 

Die specielle Bedingung, dass die Integration durch Trennung der Variablen möglich sein soll, liefert 
nur insofern eine Vereinfachung, dass die aus den n Functionen p; = w; (U; a,, 4, ..4,) i=1,2..n) sich er- 
gebenden Functionen H; (u,.. u, Pi <- Pa) = a; (i=1,2..n) von selbst die Bedingung (H; H,) = 0 (i,k = 1, 2..n) 
erfüllen. 

3evor ich die allgemeine Jacobische Methode anwende, will ich zunächst die Formen der partiellen 
Differentialgleichung aufsuchen, welche sich bei Trennung der Variablen aus der Anwendung der Cauchyschen 


Methode ergeben. 
Hi: 


Setzen wir 22— 2” und lassen wir die Striche fort, setzen wir ferner a, = 2h, so geht die 
Hamiltonsche partielle Differentialgleichung über in: 


n ôW ôW 
t= E Aj a =0 (2) 
ze, A 1 eu, cu) 


*) Integrationsmöglichkeiten der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung mit drei Variablen. Beilage zum Programm 
des Schiller-Realeymnasiums zu Stettin. Ostern 1898. 

"ci Über die Integration der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung mittelst Separation der Variabeln. Habilitationsschrift 
von Dr. Paul Stäckel. Halle a.S. 1891. 
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du, du; du; In dp, = 
Fe = SC i E 0A, Te 
zh CU 
DAX si A3 
22 Arz Px 22 A Px 22 Any Dy > Px DI — = 
8 eu, ou, 
x A x ul 
NE dp; Wë geg = dp, Bi 
CA 00 „OAy7 CU 
< p y) eg A ) — 
Aa Px PA an ón, Dx PA ES 
Zeg zÄ i n 
ow . 
wenn p, = u ist. 
ou, 
A 


Soll die Integration durch Variablentrennung möglich sein ohne Elimination einer der Grössen p aus (2), 


so muss die totale Differentialgleichung 


dun |: 
= Az 00 
D d fi d 2 — 
22 Ary Px en Bi, PA du 
x ZA n 1 


integrierbar werden. Damit dieses möglich werde, muss sein 


00 . OQ Le . WS a =) O Sa 
a Cullera 3 au sodass. 2 = 2'(u . 0,1) + C’, (uy... W.ı) 2, (u,) ist. 
n 


n 


Ferner muss sein A. =0 fir x=1,2,.n—1; A „= U (u, u,. BEID 


Alsdann geht die totale Differentialgleichung über in: 


du, — dp, 
Va of 00 (u) 
€ d \ O / dÉ y n E D DI 
2 C n (u, Sis Da -1) b (un) d n (u, SCH Uy -1) De Cu Px PA ou 
7 ee n 
Nach Multiplication beider Seiten mit C% (u,..u,.,) ergiebt sich: 
du, — dp, 
or = = > SCH 
21, (un) Pr of, (Un) LA Sie 
ou, x ou, 
Also ergiebt sich: 0 (u, e a 
ðu, du, =d A (u,) p nl: 
Mithin erhalten wir durch Integration: 
2 (u) + e E 2 
D. = Le ( Il (3), wo e, eine willkiirliche Constante ist. 
s E (u,,) f j 
Um die Gleichung: 
du-i = dp,.; l Ké E 
n n oA, Q! ( Datt 
2 zh € u ees) Os - cil 9) 
8 x x H = n-1 nv 1 
2 2 A,-17% Px E O eg Dx PA Pr EE H, (u,) ðu u 
Am z, À 1 EN n-1 n-1 
integrierbar zu machen, muss zunächst sein: 
Deele UE n Dom 


Alsdann geht die Differentialgleichung, wenn wir noch den in (3) für p, gefundenen Wert einsetzen, 
über in: 


du,- —dp,_; 

= 257 2 co a. A Set 3 | Or E ‘ 

2A p y ai, p3 | CN E p? > C (Uy, Us ps Unt) ¢ (u ) Q, (Un) | En ee (u, d H. ) (u y ¿Cu u. U.) 

“2“2n-1,1n-1 Pn-1 E HFA A nt n A n) T J A wot eg | A 
a,A—1OUn-1 Cu. \ 0, — fa (Un) dü, -1 IT 


Damit die p, pz für x,2=1,..n—2 fortfallen, muss sein 


= 1, 2,:. . 02). 


Hiermit reduciert sich die Differentialgleichung 


auf: 
du, -4 ap E == 
2A p OA ni ng, Le SCH, (W,U Un.) _ ÊQ Dir - Up .1) 
- n-i? n-1 n-1 CH... n-1 n ou, -1 ou, -1 


Damit in dem Nenner der rechten Seite kein u, vorkomme, muss sein 
ar REI > Ch (u; He Ha al ZE In, -1) 
as, (u, Geh U,,-1) =F Lin (u, 41° U,,-») Sr (0, 


Alsdann geht die Differentialgleichung über in nach Multiplication beider Seiten mit C 


1-1 (Uy .. n— 2) 
du,- ` ve OR 
2 (Un-1) Par Of, A (Un-ı) p? Ke CL (Un-1) _ gu (U,-1) 
EI SS 27 cn. 
Hieraus ergiebt sich durch Integration: 
fe (Uy-1) Pa = — Cy Gyr (Uy .1) 21.1 (Un -1) Ch -15 


Fiir die A haben wir gefunden: 


; CA A : 
eee eae Aria) Er (hg), (Un) Ar Zn) TE IR O nl 
Y D 
ð Àx) 
AA Ann = C'n- (U Unao) fni (0,1); An. =0 (x = 1,2. .n -— 2) dr KE deel ach 
ou, -1 
2 Dal 


Qo a (¿RW G4, (0. «7 0,3) 02 


Fährt man so fort bis zur Integration der (n 
A 


n’n 


i 1)” Differentialgleichung, so wird sich ergeben: 


n-it1 (U, -i+1) Päss CH (u, 1) f,, (u,) 


— EH 1 (u, A Ha A C 
An ns Lat? 1 (u, NC Un -i) LA Hi (U,-¡+1) qa Au Ca. -2 (U, .2) LL (u, .1) 


(A) 
A 


n-it is n-i+1 = a (u, .. U, -;) Ey Hi (Un: t 1) 


Ay a= 0 (%,4=n—i+1,n—i-+2..n); die übrigen A, 7 sind von u,.. U,.;+, unabhängig. 


nit (U) Quo ia (Unita) it (Ur > Un) Gott (Un-141) Gait) (Un-ite) + 
E 1 (U,. Da Al C.-i+1 (U, -;+1) C, 444 2 (U,, -;+2) ze Cai (u, al 2, (un) 


af Bä Q, .i4 k (Un -¡+x) — ©) -i+-k-+1 Lt (u, -;-+x) Cy -i + 
Pn-i+k = = ña 
n-i+k (Un-i+x 
Die nächstfolgende zu integrierende Differentialgleichung ist: 
du,.; — OD, 
ON =$ D oA, 20 
2 > A ) il ) na ar 
in =a n-is% Px — A | x l A 
¢ > Ou, -j ou 
z x, n-i 
Zunächst muss wiederum sein: 
Bese 0 Tite = la Bug bs 1, Terner 
c A, A : 
A = fiirx,A=1,2...n—i—l1 
c Un -1 
Die Differentialgleichung geht dann über in: 
du, -i — dp,.; 
0 Avy 00 
2A, i, n-i Pi =. A > Ju 
s=n-—1 CH, 1 ou, -i 
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Unter Berücksichtigung der in (A) gefundenen Ausdrücke werden die einzelnen Glieder des Nenners 
der Differentialgleichung: 


9 oA, itl’ n-i+1 Qs; Ti (Un-i T 1) => Cy -i ad EN Ti (u,, -; 1) Cy 171 ö a, itt (u; SE un- ) f 
P*n-i+1 7 d _ F 2 In-i+1 (Un: +1) 
è ou,- 1 En: 1 (Uy; t 1) K U, i 
oA E 2 1 (0 jo) Cuil lee 004 545 (ay. US 
p? x n Į 2 £ n-i sl al n-178 n-i ( 1-1 2) DÉI kel 1 i Ga i (u, N L , (u, , ,) 
c u, 2 E 1 2 (u, I 2) € u, 8 E 
à OA, -i+x 5 k Sr k) — Co -; E y (U, TOS k 
D' 1 > 
TE GU BEE f, „(u A 
on Ot _, (u u,-i) 3 ; 
— E a, bag (u, 1 1) Cn i 2 (u, i ») C Cn i k-1 (u, itk 1) fi, i k u, k) 
ou, 1 
„oA Q, (Un) + e, oC A A : : 
P’n ou, f,(u,) y U, Ca Lan (u, ba 1) ( n-1 (u, 1) fi (un) 
00 LOLA Dt ER ACH - °C Ste: BEL: Gen 
E > Q (u nu GC u Q S NIT 
ĉu du, du, n-i-trl ( n-i 1) eu, n-i+1 (“i 1) n-i \ i 2) 
°C, u, ..u - ' ' 
| A : ( n-i+1 (Un-i 1) ( 4 (u, ») WÉI 1 (u, 1) A (un) 
Durch Zusammenziehen wird der Nenner von dp,.; gleich 
OK Bere. aie Oates Hy Us cis Da .:) Gë, ¡(Us nid.) 
~ 32 O N — = — — S 
oU,-; P'n-i n-itil CH, -¡ oU,-; 
Die Differentialgleichung geht also über in: 
dn. dp,.; 
2A. iv n-i Pi s A, iz n-i p?; E 1 > d i rl (u, ae UND c f'n -i (Uy U, i) 
eu, ou, <5 cu 
Damit hier eine Integration möglich werde, muss sein: 
A, Lë n-i Ka Gii (u,, U, » U, i 1) EK ¡(Un A 
Chas ar rn) (Gy (ug) 
Waai Ong (Uy. io) a-i (Uy .1) e 
Alsdann erhalten wir nach Multiplication mit C*, (0, ..0,.;.1) 
dupi — dp. 
. Mot. oy (Geen dC, 1 (U,.1) OD. fü... 
2f O O D g et il n- ni. T } e, AI d -Y 
ge? Réi cu, a eu, Ou, .; 
Durch Integration ergiebt sich dann: 
f (u, i) D => Hi, ¡(a - ) — Ca ti Ca -¡ (U, i) C, r 


Fahren wir so fort, so gelangen wir schliesslich zu der nten Differentialgleichung: 


du, — dp, 
SECH , ` O 
9 A VAR 5 0 Ag,» 3 O Any» CU 
KS 1,1 Py Di se pS ave I n - Ee Ze 
Cu, Cu, ou, ou, 
wenn wir schon berücksichtigen: Ay j D see A 


Ze A 


Setzen wir die für die p erhaltenen Werte ein, so ergiebt sich: 


du, — dp, 


¿ Ansa > Gs 6 as (u,) - 60% (u,) 
p +0 — —_ E 


ou, eu, 


9 
24, ,1 Pı 


eu, 


5 
Es muss also A,,, gleich einer Function von p, sein. 
>, (uy) = Q, (u), so erhalten wir durch Integration: 


fi (w) pà = 2, (u) —c, €, (u) + e, 


Wir sind also zu folgendem Resultat gelangt: 


Setzen wir also Aj, y= f (u), C4 (up = C; (u); 


, 


Soll die partielle Hamiltonsche Differentialgleichung durch Trennung der Variabeln möglich sein, und 


sollen sich die n Lösungen direct aus dem System der totalen Differentialgleichungen ergeben, so 
müssen in der Differentialgleichung 


4 S Ax å py p, — 2—h=0 
ER 
die betreffenden Grössen von folgender Form sein: 
Ara Gy My) Gy. (Uy) = «¡Eros Dik AË (05) 
An (Oy) Ga 03)... Co lc) 
E G(r) G ei ur e EEN (B) 


A, = C, u) $ (ú) 
Ay) =8£, (4,) 


Q 


= Q (u,) + €, (u,) Q, (u,) + Ci (a,) C, (uy) (u) + Ci (u) + C, (u) >. Ci-r Dis 2, (Un) 
Die n Lösungen werden dann: 


P’n = 
E, (un) 
p? = 2 Qi- (Uy ek C, (Un 1) } Cy -1 
er. a 1 (U,, 1) (( ) 
p? BR 22,1) — ii C,,.; Is A 26 CH-i 
n O 
CS (U,, -:) 
Ze 2 O (u,) — €, C (u,) + e, 
f, (u) 
Durch Einsetzen der Werte der p ergiebt sich, dass c, = 2h sein muss. 


Für die Function W erhalten wir dann den Ausdruck: 


. GC PE et 
W=2 2.9, (u) — +41 €; (0) + e; 
i=1 V fj (uj) 
wobei zu beachten ist, dass Cit, = 0; e, = 2h ist. 


Die Integralgleichungen werden dann: 


du, 
t—r 
d 20, (u,;)— ce, C; (u) + e, | f, (u,) 
x 1 du, UL ln) d du, 
= == ! ES 
F 2 Qy (Uy) gin Cy (Uy) + Cr | fy (Uy) 2| 2 9,1 (Wy) — Cy il) + Caer h Dë 


j 


fir k — 2,3... n, wenn die y willkiirliche Constante sind. 


Um eine andere Form für die partielle Differentialgleichung zu erhalten, können wir annehmen, dass 
die Grössen A den Factor y (u,,u,...u,) gemeinsam haben, sodass Ay As gr By j- 
beiden Seiten der partiellen Differentialgleichung durch y geht dieselbe iiber in: 


Nach Division der 


n 


d Q h 
+ = By APePA=— + — (3) 
tyke 1 y 4 
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Um die durch Trennung der Variablen integrable Form zu erhalten, kónnen wir die voraufeegangenen 
an 


Untersuchungen benutzen, wenn wir O — — + — setzen. 
o p 
D D 
A 


Nach dem System (B) wird dann By ¿=0 x=4 
. == Ci (u,) C, KÉ A Grai (ün-1) = (un) 
B 1 = C, (uy) Cy (02) . En» (Uno) ba (Un-1) 


n-1/n 


O 

7 = g (u,) + €, (u) g: (us) +... €, (uy) C, (03) . - €, -1 (Un.ı) Bn (Uy) 
1 = $ Sch y 

ei. (u) + Cy (Uy) pa (Ug) +... Gy (01) la)... En. (Un-1) Pn (Un) 


Es hat alsdann die vollständige Lösung W die Form: 


n 
W= 2 2g; (u) + 2hp; (u;) —¢4, C;(u;) + e; == 
i=1 Vf; (u;) 


du; 


wo ¢,4, =0 zu setzen ist. Setzen wir die hieraus sich ergebenden Werte für p, in die Gleichung (3), so 
muss e, =0 sein, wenn die Gleichung (3) realisiert werden soll. Die Hamiltonsche partielle Differential- 
gleichung hat dann die Form: 

= wes oh (9) u Cy. (01) > ce Goan (0-1) Bla) 5 
pı (u) + -C (u,)... pp (U,) ` p) a C). aln ` 


81 (u) + G, (u,) 82 (u,) +. la... Co, -1 (Up -1) gn (Un) Ei: 


pı (U1) F - -Cr (Ui)... ge (u,) 


Die Integralgleichungen werden dementsprechend: 


n if Pi (u;) ES = EN du 
ir 2 = == > 
i=1 | 2 g; (u) + 2h g; (u) — G4, G (u) + e; | f; (u;) 
ech du, 
Ke ae E UT PAS S a Eure 
d Ze (0) + 2h p(y) — Cr +1 lu) + G | fy (Uy) 
i Cy (Uy -1) du, — 


, Zeg, fu, 1) + 2h y (1) — Ck Cr-1 (Ux-1) + Gr | fk -1 (Uy) 
í = (2, RE n); SE =U 


Der Fall, in welchem mehrere Variable explicite in der partiellen Differentialgleichung nicht vor- 
kommen, und die A, ¿7 den Bedingungen des Systems (B) entsprechen, erledigt sich ohne weiteres. 


Ist ferner A, 2 = 0 für x 5 1; A, x = C,, (u,) fir x =1,2..n, so muss Q = Q, (u) + Q, (u)... 
Q, (u,) sein, und die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung nimmt die Form an: 


C, (u) py? + C (uy) pe? + .. Ch (u) p?, = 29, (u) + 22, (u) + 29, (Un) + 2h 


Das hierfiir giiltige Linienelement ist von der Form: 


* du; 
di. = du? + du? + ..du*,, denn, wenn wir u; = == setzen, geht die Differentialgleichung über in: 

| C; (u 
d 1 1 

ow\2 AW \2 > 

CW L om == PO L 20 L Oh 

S E 22, (Uy) q... 282, la) + 4 

WA H Hal 


für welche Gleichung das Linienelement die betreffende Form hat. 


~J 


o 

Um noch allgemeinere Formen für die A, ¿ zu erhalten, wenden wir die Jacobische Methode zur 

Integration partieller Differentialgleichungen erster Ordnung an. Um symmetrische Resultate zu erhalten, 
setzen wir die gegebene Hamiltonsche partielle Differentialgleichung: 


52 Ay 1 Ppi — 2=h=a = H, (1) 


Die n — 1 übrigen Lösungen seien H, =a,,... Ha = ap. Gemäss der Jacobischen Methode haben 
diese die Bedingungen zu erfüllen: ri 

ur (HH Eau E 1d An) 

Durch Elimination ergeben sich die p als Functionen der u und a, also p; = œ; (Up. . Uy, a . . an) 
(i=1..n) und es wird dW =p, du, + ..p,du,. Setzen wir diese für die p erhaltenen Functionen in 
die Functionen H ein, so werden diese Gleichungen zu Identitäten und wenn wir dann nach a, differentiieren, 
so erhalten wir das System: 


oH, op, Í 0 H, ô Ps | = 6 H, Op, =— 0 

op, da. OP m m Op, da, É 

aH, dp, | êH, ap, , 0m _ o 

op, ca, op, ca, Cp, 04, 

nA WP ege (A) 

0H. op, , OH, ep, , 0H, op, maj 

Op Oa. - 8D, 20a; Ee op, Oa, | 

0H, dp oH, oD OH, Cp, BR: 

Op, da, le 7 op, da, Y 


Solcher Systeme erhalten wir n. Fassen wir sämtliche Gleichungen zusammen, in denen die 
Funetion H, vorkommt, so erhalten wir ein System von n Gleichungen, aus dem sich die partiellen 
Differentialquotienten von H, nach den p bestimmen lassen. Setzen wir 


op; | ; Sch fe op; a > : ; { 
A = |2: ; und bezeichnen wir die zu Pi gehörende Unterdeterminate mit 4,,;; so erhalten wir, da A 
ca, CO, 


nicht gleich null sein kann: 


oH, = Ar . 0H, = Ara. ôH, de Jan (2) 
op; | ô Pa KX op, Fé 
Aus Gleichung (1) ergiebt sich durch Differentiation: 
oH, n 
== >’ 
op A A. Pi 
3 1=1 
Alsdann geht das System (2) über in: 
n n n 
Ai = . eee GE . Di SCAM € 
= Ai p = B; z H a Ai,» PRES Bi, MS A m Pn = D. (3) 
i=1 i=] 1=1 
wenn wir noch B;,, = A setzen. 


Da die Gleichungen des Systems (3) zu Identitäten werden, wenn wir für die p die betr. Functionen 
w einführen, so erhalten wir durch partielle Differentiation der tt" Gleichung des Systems (3) nach Ein- 
setzung der Functionen œw für die p nach den a das folgende System: 


a. > A opr DR 
gétt e | 2/t A e | an) UA 4 A 

da, Co, Oa, da, 
A Pi |, A CPs | AN Pa __ 9Bı 
a D ai HE u U AE KS Wess > eae 

04, 04, 00, 0 My 

e D Af 

op, OP, Opn Oh. 


Ar LD E GE E n 
CA, Ca, CO, Od, 


Aus diesem System ergiebt sich: n op Eë? 
’ EE Get Pr m 
Bex, > - (4 ) 
u=1 a l 
Führen wir noch die Grössen B ein, so wird: 
n H 
UIB A ' 
Ma > Bais (4) 


UL 
E er 


~ 


Dies ist die Formel, welche der Formel (17) auf Seite 10 in der Abhandlung des Herrn Stickel 


entspricht. 
Bei dem Beweis, dass A,,, =A,,, ist, geht Herr Stäckel von einer Formel aus, die sich aus der 
Bedingung ergiebt, dass 2 von den Constanten « unabhängig ist. Das Gleiche lässt sich beweisen, ohne von 


dieser Bedingung Gebrauch zu machen, wenn man die Determinanteneigenschaft benutzt: 


-= ô Pi \OksI 
WB, ;; ` =, ik i 
i 1 y = 
> dy op; O k<= 1 
Ebenso muss sein: ei ore Pi. Re 
i 1 H Gu 1 k = 1 


Da diese Gleichungen nach Einsetzung der für die p erhaltenen Functionen Identitäten werden 


müssen, so erhalten wir durch Differentiation derselben nach a, und a;: 


n no n AR ` 
0%p eB op 
SOR, pee abe ee Dh 
= 171 3 A SS A A X 
DS Om, Cay i=] Cay Ca, 
f i > 
n 2 n am 
ee spp gd y E 
= We ars ~ = La ~ = — 
il ( WI oa ¡1 90 c ay 


Subtrahieren wir die zweite Gleichung von der ersten, so erhalten wir: 
op; E oB,, op; 


i 1 C au O ay i 1 ca, D Gu 


Setzen wir der Reihe nach k = 1, 2 . . n, multiplicieren wir beide Seiten der Gleichung der Reihe nach 


mit B,,., RB, B,,. und addieren wir die erhaltenen Gleichungen, so ergiebt sich: 
Han n n a a 
CR, PER Bii dp (5) 
Coy EE C u 2008. Pay 
Setzen wir der Reihe nach 4=1,2..n, multiplicieren wir diese Gleichung der Reihe nach mit 
3.11 Bo,,-- Bwe, und addieren, so erhalten wir: 
1 AB n n ap n 
> B EUEN ae Bi = Bini y B oP 
= Per! da See E d = A,‘ da 
u=1 u k=1 i-1 ak u-1 qe 
D AB n B 
è e R s C À ob 
Hieraus ergiebt sich: 2 B; = = = B, —“ 
í , -z 
u 1 C au k 1 Cc a, 


Also: “AL ebe 


Hieran möge sofort die Formel für A_,. angeschlossen werden, wenn A,,, = 0 fiirk=i. Für diesen 
Fall gehen die Gleichungen (8) über in A,,, p, =B,,,; Aso De = Du... Anya Pa = Bryn: 
WS s en : |ð px | s z : 
Führen wir die Determinante D — | — | ein, so ist bekanntlich: 
Cay | 
Z A Pi Pe. -Pa =D und 2-24, Pi.. Pos Petr - + Pn = Diy, 

O Lë ae ae l 

Aus beiden Formeln ergiebt sich durch Division: no i (6) 
á Ps 

d ` A, 7s > l/s V . . .. DH . 
Es ist D. = -1 = 2D: -p Wenn man Gleichung (6) berücksichtigt. 
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a hé e ; 2D 
Da nach (5) —“* = A,, ist, so folgt A, = == (7) 
Ps : j D 
Aus den Formeln (8), (4) und der Bedingung A.,, =A,,. lassen sich auch Relationen ableiten, 
welche bestehen müssen, damit 2 frei von den willkürlichen Constanten a ist. Nach der tt" Gleichung des 
Systems (3) muss sein: n 
A m B 
BA enkt } i 1/t 
1 
Setzen wir hierin den aus (4) sich ergebenden Wert für A... ein, und beachten, dass A... = A,,; ist, so folgt: 
n n a 
oB,,; 
> y > 1,1 Ban 
E 2 Ba gap 
i=] Hl H 
n und multiplicieren wir die einzelnen Gleichungen mit 


Setzen wir jetzt der Reihe nach t= 1,2. 
und addieren die so erhaltenen Gleichungen, so erhalten wir: 


Op, OP; ô Ph 
0 Us Ods d Us 
ra; = op; a Op, 
e i = Bu —-—_ Tra 
ip O Qu í 00, t O (ls 
n n la 
; cp e ZS ? dp s 
2 Bun al =( für seu aber 2 Boa Pi = == ERE 
1 1 ca EY O Us 
n N 
: > oB 
Demnach ergiebt sich: Zi LZ ps D | 
¡=1 9% { E 
D 9p ri ( ) 
d B, ri 
Besch | 


Diese Bedingungsgleichungen müssen bestehen, damit durch Einsetzen der Werte für A,,, aus den 
Gleichungen (4) in die Gleichungen des Systems (3) diese Gleichungen identisch befriedigt werden. Wir 


gelangen also zu dem folgenden Satz: 
Wenn die Coefficienten A der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung die Werte: 


haben, so muss A... = A,,. sein, und es müssen die Bedingungsgleichungen erfüllt 


n AT 
-0D 2 
Au= Y Bu, S 
a d ! 
u=1 P Hü e EC 
bt, r 
ar» OB > ji ‘ 
werden: y od > 0: > = i p; = 1 (s eg n) 
i 1 Cds i 1 oa, 
Erst mit Erfüllung dieser Bedingungsgleichungen werden die Gleichungen: 
n 
ine Sal AD) 


Se Pi = B, 


1 


nach Einsetzen der Werte für A;,, zu Identitäten. 
Herr Stäckel in seiner Habilitationsschrift ab aus der Bedingung, dass 
Thatsächlich sind diese Bedingungen nur Folgerungen aus 


Diese Formeln (8) leitet 
a enthalten kann. 
Es lässt sich nun leicht zeigen, dass, wenn diese Bedingungen 


die Kräftefunetion 2 kein 
den Formeln für die Coefficienten A,,,. 
erfüllt werden, 2 auch kein a enthalten kann. 
Berücksichtigen wir die Gleichungen des Systems (3), so geht die Hamiltonsche partielle Differential- 
gleichung über in: n 4 
EE DESST 

a= SE Ka 

A=1 


- O 


Diese Gleichung muss zu einer Identität werden, wenn wir die Functionen « für die p einführen, 
.n), so erhalten wir: 


Differentiieren wir dann nach a, (s = 1, 2, 8. 
E "Die en e, BL ðR m 
s WA E a E T 
y o Sa 04; oa, 
n 1 0D a IBA 82 
> Bra zb Pia es 5 
2 Oa, 42 Co Ods 
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Die ersten Glieder der linken Seite dieser beiden Gleichungen werden gieich 1 resp. 0. also 
erhalten wir: 


= 1 c D: oQ 1 = 1 € D: oQ 
Ls 5] Pi 7 ; P Ss, dd > PZ 5 z 
4-1" ty 1, 2 4-12 Co, Co, 


Wenden wir jetzt unsere Formeln (8) an. so folgt aus diesen Gleichungen: 


- 0; - SU: für's 20 sion (9) 
oa, O Us 
Wir haben also gezeigt, dass die Bedingungen (8) die Gleichungen (9) nach sich ziehen. In Folge 
dieser Bedingungen (8) kann 2 kein a enthalten Der Wert für 2 ergiebt sich ohne weiteres aus der 
Hamiltonschen Differentialgleichung, wenn man für die p die betreffenden Functionen œ einführt. 
Es ist ferner nachzuweisen, dass die sich aus (4) ergebenden Werte für die A.,, von den a unab- 
hängig sind. Herr Stäckel macht dies in seiner Habilitationsschrift zu einer besonderen Bedingung. Es 
lässt sich zeigen, dass diese Bedingung ohne weiteres erfüllt ist 
Die Gleichungen (4) sind unter der Voraussetzung abgeleitet, dass die A,,, von den a unabhängie sind. 
Es muss sich also auch aus diesen Formeln (4) direct ergeben, dass die A.., von den a unabhängig sind. 
Nehmen wir zunächst an, die A... enthielten a, so würde sich aus den Gleichungen (3) durch Differentiation 
nach as, wenn wir uns die Functionen » für die p eingesetzt denken, ergeben: 


A ep ‚oA, oB,, 
7 2 p (t,s R N) 
4 Ca ` 0a, O a 
Es ist nun op OB,.,, ; 
bi ae Pi folglich ist 
i i Ols CA, 
OA, 
D u D 0 (8,1 ai. (10) 
n=1 Hie l : 


Da kein p gleich null ist, und sämtliche p von einander unabhängig sind, so folgt, wenn dieses 


b ? CET g > . 
Gleichungssystem bestehen soll, dass 0 (1=1,2..m), d.h. die A,,, (1=1,2..n) sind von den a 
ca, 
unabhängig. Dasselbe gilt von allen A;,, (i,t =1,2.. n) Dasselbe gilt auch, wenn Ape = 0 fiir is t. 
e a = cl noe =. (ORs ; 
Alsdann geht die Formel (10) über in —— bz Da p =0 ist, so muss sein = 0, was zu zeigen 
3 OM, Cas 
war. Das gleiche gilt für alle A (t A + 
Es ist nun unter Anwendung der Formel (4) 
D J 
A i B 
n A n ge da kt, 
. CA;, ul i“ 
2 Dr = 2. = D (s 1.2. 0) 
¡1 24 i-1 CO, 
Da A, = A,,; sein muss, so wird 
n ôB - 
as Zap: 
D 9 D ca E 
=> CA, p y fel u p 
i=l % "ia das i 
Führen wir die Differentiation auf der rechten Seite aus, so erhalten wir: 
zn s 
N, OAs, J a d? Biji ( BA ( Bu, 
= {=a 2 A : D (11) 
i=1 0% i=] 1194 y Os 4 Cay OM, 


Denken wir uns in den Formeln (8) fiir die p die Functionen œ eingeführt, so werden diese zu 
Identitäten, und durch Differentiation nach a, ergiebt sich: 


ZE n an 
ô? B, y; ; y OB, ,; © Pi; 


ef - —=0 (12) 


n 
y 


= i z 
i=] Cau Oas i=] au 04, 


30 


e 
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7 AB; 
Setzen wir den sich aus (12) ergebenden Wert für 2 — 
a} Cu da, 


in (11) ein, so erhalten wir: 


ai a n nod - 0 
2 OA: Weg y a 6B op; bh e. e 3B,» ô Bu, ' 
Fe L a pl E e a ee a Ji 
GA Oa, * = fa SECH da, Ti i=] u=1 (au 04, 
Unter Benutzung der Formeln (8) geht die Gleichung úber in: 
n A A 
y > OA; p; = y > Ch. op; B Gg ch, 
Kë Se GE A Re 39 
i=1 da, i=l ul Cou ca, d CO. 
Nach Formel (5) ist die rechte Seite gleich null. Mithin ist: 
n nf 
N 
Ka izt Ha 
e =O s=12..n) 
i 1 C as 


Also sind entsprechend unserer vorhergehenden Auseinandersetzung die Ausdrücke: 


von den a unabhängig. i 


Wir sind also zu dem Resultat gelangt, dass sämtliche Bedingungen, welche Herr Stäckel in seiner 
Arbeit aufstellt, von selbst erfüllt werden, sobald nur die p durch Elimination aus der gegebenen Gleichung 
und ihren n—1 Lösungen hervorgegangen sind. Diese Ergebnisse unserer Untersuchuug können wir zu 
folgendem Satz zusammenfassen: 


Ea die Coefficienten der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung von der Form: 
Op; op; 
da, Zo, 

ist und E p solche Functionen von U,;,U....U,, 4... 4, Sind, dass sich aus ihnen Functionen von der 
Form H; (u... Un, Pi- - Pa) = a; (i=1,2...n) ableiten lassen, welche die Jacobische Bedingung 
(H; H,) = 0 (i,k = 1,2...n) erfüllen, und hat die Kráftefunction 2 den aus der Form der Cu sich er- 
gebenden Ausdruck, so ist stets eine Integration möglich. Die Ausdrücke für die A,,, (s,t=1,2...n) 
und für 2 sind von den a unabhängig und es ist ferner A,,, =A,,.. 


3 Ars 
et = 2 dB, Bu,s, wo Bn = = ES 
1 day A 


A und 4;,, die zu 


gehórende Unterdeterminante 


3. 

Soll die Integration durch Trennung der Variabeln móglich sein, so sind die Gróssen p Functionen 
von der Form p; = œ; (u; q, ..a) (i=1,2..n). Die sich aus dem System der p ergebenden Functionen 
20... Dap) = a E = 1, 20m) erfüllen ohne weiteres die Jacobische Bedingung (H,H,) = 0. Dem- 
entsprechend gilt, wenn die Integration durch Trennung der Variabeln möglich sein soll, folgender Satz: 


Sec die Coefficienten der is partiellen Differentialgleichung von der Form: 
d Ch i 


A. op. | op - - 
A. = 2 LA Bu,s; WO Bn = UE A E Pi} und fx die zu GER gehörende Unterdeterminante ist 
en ô ay A | Oa, day 


und p; = œ; (U; a, ga. a) i=1,2..n) und hat die Kräftefunction 2 den aus der Form der A,,, sich 
ergebenden Ausdruck, so ist stets eine Integration durch Trennung der Variablen möglich. Die Ausdrücke 
für die A.,, (s,t = 1, 2 . . n) und für 2 sind von den a unabhängig und es ist ferner A.,, = A 


Frai 
Besonders einfach wird die Elimination der a aus den Functionen w, wenn sie folgende Form haben: 
P} = 2 Piro (u) + 2a, Qi, (Ui) + 20, Pira (U) ++ + 2.4, Pirn (U) (i=1,2..n) 
ın welchem Falle wir auf elliptische Functionen kommen. 


Alsdann ergiebt sich: 


12 
A] D A , 
Es ist also: Ani Së Pi ds € 
Q = J gan (Us) 1 
5 


Die gleichen Ausdrücke ergeben sich aus den Formeln (7) und die Function W wird: 


; / 2pin (u) + 2 
i=1 k=1 


n 
y 


ak Pirx (Uy) dük 


Ferner sei hier auf den Fall hingewiesen, in welchem die Kräfte-Function 2 nicht alle Variabeln 


enthält. Es seien z. B. die Variabeln u;+,, U;+s .. u, in Q nicht enthalten. In diesem Falle sind dann 
Lösungen der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung p;+, = @+1; Pito = Aito; + - Pn = ane Dem- 
entsprechend ist H. = aiti; Hi4» = aipa; ..H, = ap. Unter dieser Voraussetzung wird dann: 

ie a E] 

| da, WEG da, 

l=|.. Er 
op; ep | 
| da; da; 


und die Werte für A,,, ergeben sich dann aus den Formeln (4). 


4, 

Es soll nun gezeigt werden, dass auch die directe Annahme der Trennung der Variabeln zu den 
gleichen Formeln fiihrt, wie in dem allgemeinen Fall, was ja auch zu erwarten ist, da ja auch die Aus- 
drücke der A zurückgeführt sind auf die Functionen œ, auf diejenigen Functionen, vermittelst deren die p 
durch die u ausgedrückt werden. 

Ist wiederum H, = a, die gegebene Hamiltonsche partielle Differentialgleichung, so seien H, = a, . . 
die n—1 Lösungen dieser Differentialgleichung. Es seien ferner die aus diesen n Gleichungen er- 
haltenen p; = w; (U, U.. U es Ok 

Denken wir uns die für die p erhaltenen Functionen « in das System der H eingesetzt, so wird 
dieses identisch erfüllt, und durch Differentiation nach den Variabeln u erhalten wir: 


H, = ay 


nr 4 + 


oH, Op, 
Op, Ou, 
ôH, op, 


0 Pı au, 
OH, op, 


Op, Au, 


Setzen wir D = H 
| € Dr 


| 


CH, ep, 
Op, OU, 
0H, 0p, 
op, du, 


OH, op; 
Op, OU, 


(k 


erhalten wir, da D nicht null sein kann: 


OP oH OH, 
all E —_ Zn „one 
eu, eu; ou, ` 
Aus dem System (A) auf Seite 7 folgt: 
OH, _ Ai 
op, A 
ard: 1 | 
Dementsprechend wird: D = i | Au,» d 
Nach einem bekannten Determinantensatz ist (ua = 4"! 
E EE S s op 
Also ist D = SE Es wird ferner D;,, = 4 Pr e 
An A da; 


oH, 
CD, 
0H, 
TN 
OH, op, 
cp, OU, 
ER FERN: 


—. 


|, und bezeichnen wir die entsprechenden Unterdeterminanten 


l ou, 


0H 
pia sn 
du, 
0H, 
ou, y (1) 
2m 
gees? 


mit D;,,, 80 


ôH, 


D (2) 


n/1 
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Setzen wir diese erhaltenen Werte ein in (2), so ergiebt sich, wenn wir noch beide Seiten der 


Gleichung mit A multiplicieren: P n oa H 0 
s=1 au, da, (i, 1, Ce n) ( ) 


Jetzt machen wir die Annahme, dass die Integration nur durch Trennung der Variabeln möglich sei. 


Alsdann ist: ô pi 
“Pi — 0 fir isk 
ou, 
Das System (3) geht dann úber in: 
5.08, op; 
` st 90, da 


dp, __ $ ôH, ep, 
du,  ,—109U, da, 


Unter der Voraussetzung der Variabelntrennung geht das System (1) úber in: 


op apy, Hy _ er 
Op, 00; ou, d D 

Also ist: oH; = — ôH; Px 
ô Uy Op, EU, 


Setzen wir dies in (4) ein, und fassen wir die Gleichungen fiir (i =1,2..n) zusammen, so erhalten 


wir nach Division durch — z das System: 
k 
2 oH, Op, dH, op, | , OH, Op, 
0= 52% + See ot ee 
Op, da, Op, 04 op, 04, 
ji ôH, ô Pri T ôH, ô Pr- E 0H, OPr-ı 
Op, da, Op, day Op, da, 
aes PP CHS ete |, a eee 
0 Pk ca, ô Py 04, i ô Py da, 
o— CH: Pry d E EE oH, Ge 
op; da, Op, dæ Op, Oa, 
Oia OH, Op, , 2H, Opn ,  ,%H,0p, 
ô Py da, ô Py da, i ô Py da, 
Hieraus ergiebt sich ohne weiteres: 
0H, An 
—— M Keil 02701) 
OP; A 


” 


Dies sind genau dieselben Gleichungen des Systems (2) auf Seite 7. Wir kónnen dies Ergebnis 
in folgendem Satz aussprechen: 

Wenn die Integration bei einer Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung durch Trennung der 
Variabeln möglich sein soll, müssen die Coefficienten die gleichen Bedingungsgleichungen erfüllen, welche zur 
Integration der Differentialgleichung ohne die Einschränkung notwendig sind. Umgekehrt lässt sich nicht 
schliessen, dass, wenn die Bedingungsgleichungen für die Coefficienten der Hamiltonschen partiellen Differential- 
gleichung erfüllt sind, eine Integration durch Variabelntrennung möglich ist. 


Eine Integration durch Trennung der Variabeln ist dann und nur dann möglich, wenn die 
Funetionen p; (i—1,2 .. n), vermittelst deren die Coefficienten A,,, (s,t=1..n) ausgedrückt werden, 
von der Form sind: . 
Pj = w; (Uj, 41, % +. a,) (i=1,2..n). 


